6.3.3 Binomicka rovnice

Predpoklady: 6302

Binomicka rovnice je kazda rovnice, kterou Ize rmp® tvarux"-a=0, allC;n0ON;n>1.

Nap‘iklad:
« x*-1=0,
e Xx?-2-i=0,

Jak najitteSeni rovnicex" —a=07?

Prevedemex" =a.

Napad: Umoaiovani je snazsi v goniometrickém tvaty prevedemexi a do
goniometrického tvaru:

«  x=|x{cosp+i sing),

« a=|a(cosa+i sim).
Dosadime do rovnice” =a:[|x|(cosg + sin¢)]n =[|al( com +i sim)].

Levou stranu rizeme umocnit=> |X" (cosng +i simg) =|a|( cosr+i sir), mame rovnost

dvou komplexniclEisel v goniometrickém tvaru, pragélo zndme, levé chcemesidr
Kdy se rovnaji d komplexnicisla v goniometrickém tvaru?
a) Rovnaji se jejich absolutni hodnoty.

X" =|a Ob: ¢isla jsou kladn&= rovnici mizeme odmocnit.

|x| = Q/H Urcili jsme absolutni hodnotu hledanétislax (ptl prace je hotovo).

b) Rovnaji se jejich argumenty (nebo se liSi @r).
ng =a nebong =a + 2 nebong =a + 4 nebo ...

= VSechny mozZnosti zapiSeme pomoci parameigu= a + k 277 kOZ.
Vypoéteme g : ¢ :@ = urili jsme argument hledanélitslax.
= Dame oba vysledky dohromady:

X=21 |a|(cosa+kmﬂ+i sinaﬂr(][?'ﬂj , kOZ

(absolutni hodnota je &ena jednoznme, argument je zZ'ejmé nekonéné mnoho kvli
periodici€ goniometrickych funkci).

VyzkouSime postup nasjaké jednoduché rovnici:
x'-1=0 = a=1
Prevedeme na goniometricky tvaa:=1=1( cosOri sin{.

Uréime absolutni hodnota |x| = =1



a+k2mr

Ur¢ime argument:a =0, ¢, = e kOZ = teSeni bude vie> urtime prvni
z argument pro k =0:

P, :@:O x, =1(cosOri sinQ= . (ten bychom uhadli z hlavy).
Pokraujeme dal:

k=1 ¢1:0+2D2”:’—27 x1=1[€coi£—[+i singj:i

k=2 ¢2:@:n X, =1[{cosmr+i simr) =~

k=3 ¢3=@:—23n X3 = l(COS—ﬂH sngj

k=4 ¢4=O+$T=2ﬂ x, =1(cos2r+i sinZr)= toje X,
k=5 ¢5:@:% X5 = 1(cosgﬂ+| Slﬂéﬂj=l to je x,

Ziskali jsme jenondtyti riznacisla, pak se vysledky zaly opakovat. V naSentipack

k=4=n.
Oweéfime obecn ¢, = ar Emﬂ ar 2[2”—% %T—%+ 217 - stejny vysledek jako pro

k=0 = ma smysl pditat pouze prvnich korfen.

Binomicka rovnice X" -a = x" -|a|(cosa +i sino) = (ma v oboru komplexnichéisel

pravé n riznych kofeni, a to x =|x| =Q/H(cosa+2k”+i sin? 2k”j, k=0;12;..n- 1.
n n

Poznamka: Reseni rovnicex" = a je vlastié hledanimn-té odmocniny Zislaa
v komplexnim oboru. V komplexnictislech tedy pro kazd#éslo a plati, Ze k Bmu existuje
n riznychn-tych odmocnin (takovou krasnou symetrii jsme umgéh cislech nenili).

Pedagogicka poznamka#¥i vykladu nechavam studenty ddj@vat kadeny prok >1
samostaté



PF. 1: Zakresli do Gaussovy roviny obrazyikeoi binomické rovnicex* -1= 0.
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. Obrazy kdeni tvoii vrcholy ¢étverce.

Predchozi obrazek ize dolse poslouzit i k ndzorné demonstraci toho, jak urintna
¢tvrtou mize z fiznychgisel vyrobit stejnéislo.

i Al

. K‘NH Wane
NEALNRSLNY/cS
T T
d
Wian\e
1&\.%4@1 X

‘ PF. 2: Vyies rovnicix® +27= 0. Zakresli obrazy kieni do Gaussovy roviny.

- Rovnici upravime, aby bylo viticisloa: x> +27=x°~(-27)= Q.
- Goniometricky tvar:a=-27= 27( cosr+i sim).



Absolutni hodnotafx| = 327=13.

- Argumenty:
ik:o ¢o:ﬂn—:5 x0:3 COSE+iSiH7—T :§+i_3
| 3 3 3 3) 2 2
k=1 ¢1:¥”:n X, =3[{cosr+i sinT) =~ :
k=2 g, =TH2RT5 S i sindr]= 3o 3/8
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Obrazy kdeni tvori vrcholy rovnoramenného trojuahelniku.

Pr. 3: Jaky obrazec twdov Gausso¥ roviné obrazy kaéeni binomickeé rovnice?

- Obrazy kdeni binomicke rovnicex” —a =0 tvoii vrcholy pravidelneha-thelnika, ktery je
vepsan do kruZnice seatlem v poatku polongrem r = @.

PF. 4:  Vyies rovnicix® —+/8 +iv/8= 0. Zakresli obrazy keni do Gaussovy roviny.
Upravime rovnici, abychom vitl ¢isloa: x* —v/8 +iv/8=x* —(«/é—i\/_S) = Q.
Goniometricky tvar:a =+/8 —iv/8= 4( cosZ—1 TT+i sinj—lnj .

- Absolutni hodnotajx| = /4 =+/2.

- Argumenty:
Zn+OD?7T 7 5 7 7
' k=0 == =—7 =+/2| cos—7T+i sin—7T
i % 4 16 % ( 16 16 j
7
— r+102r
k=1 ¢1:4 :1—57T xl=x/§ 0051—577+i sinl—sﬂ
4 16 16 16
— T+ 227
k=2 ¢, = =23 X, =2 cos§ﬂ+i sin2—3ﬂ
4 16 16 16



PF. 5:

Petakova:

strana 140/ceni 68 c) d)
strana 140/cveni 69 b) d)
strana 140/cveni 70 a)

Shrnuti:



